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Mở đầu

Bất đẳng thức Erdos-Mordell được nhà toán học Paul Erdos đề

xuất năm 1935 và lời giải đầu tiên được đưa ra bởi Louis Mordell sử

dụng Định lý hàm số Cosin. Bất đẳng thức này cho thấy quan hệ giữa

khoảng cách từ một điểm tùy ý nằm trong tam giác tới các cạnh và

các đỉnh. Cụ thể với tam giác ABC và P là điểm nằm trong tam giác,

kí hiệu R1, R2, R3 lần lượt là khoảng cách từ P đến các đỉnh A,B,C

và r1, r2, r3 lần lượt là khoảng cách từ P đến các cạnh BC,CA,AB.

Khi đó ta có bất đẳng thức

R1 +R2 +R3 ≥ 2
(
r1 + r2 + r3

)
.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều và P là trọng

tâm của nó. Kể từ khi ra đời bất đẳng thức Erdos-Mordell đã thu hút

được sự quan tâm nghiên cứu của nhiều tác giả trong, ngoài nước và

có nhiều ứng dụng trong việc giải quyết các bài toán thi học sinh giỏi,

đặc biệt trong lĩnh vực hình học sơ cấp. Thời gian gần đây có nhiều

tác giả đã nghiên cứu thêm một số chứng minh mới cho bất đẳng thức

Erdos-Mordell và nghiên cứu các mở rộng của bất đẳng thức này. Có

thể kể đến các công trình của Y. D Wu, C. L Yu và Z-H Zhang [9],

R. B. Manfrino, J. A. G. Ortega và R. V. Delgado [7], D.S Mitrinovic,

J.E. Pecaric and V.Volene [8]. W. D. Jiang và J. Liu,....

Mục đích của đề tài là tổng hợp lại một số vấn đề về bất đẳng thức

Erdos-Mordell và ứng dụng trong một số bài toán hình học. Ngoài ra

trình bày lại một số kết quả nghiên cứu gần đây của tác giả W. D

Jiang [3], J. Liu [4] − [6].

Bản luận văn "Về bất đẳng thức Erdos-Mordell" gồm có mở đầu,

hai chương nội dung, kết luận và tài liệu tham khảo.

Chương 1. Bất đẳng thức Erdos-Mordell. Chương này trình bày bất

đẳng thức Erdos-Mordell cổ điển và trình bày lại một cách chứng minh
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mới cho bất đẳng thức này. Ngoài ra trong Chương 1 chúng tôi còn

trình bày một số ví dụ liên quan. Các ví dụ này chủ yếu được trích ra

từ các đề thi vô địch khu vực và đề thi IMO.

Chương 2. Một số mở rộng của bất đẳng thức Erdos-Mordell. Trong

chương này chúng tôi trình bày một số bất đẳng thức mở rộng của bất

đẳng thức Erdos-Mordell đối với tam giác: bất đẳng thức kiểu Erdos-

Mordell có trọng số, hai bất đẳng thức cho một điểm trên mặt phẳng

của một tam giác và bất đẳng thức hình học của Oppenheim.
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Chương 1

Bất đẳng thức Erdos-Mordell

Trong chương này chúng tôi trình bày bất đẳng thức Erdos-Mordell

cổ điển với một cách chứng minh mới của J. Liu và một vài ví dụ áp

dụng. Nội dung chủ yếu được biên tập từ các tài liệu [1], [5], [7], [8], [9].

1.1 Bất đẳng thức Erdos-Mordell

Cho tam giác ABC và P là điểm nằm trong tam giác. Kí hiệu

R1, R2, R3 lần lượt là khoảng cách từ P đến các đỉnh A, B, C và

r1, r2, r3 lần lượt là khoảng cách từ P đến các cạnh BC, CA, AB. Kí

hiệu a, b, c lần lượt là chiều dài của cạnh BC, CA, AB và ha, hb, hc
lần lượt là chiều cao của cạnh BC, CA, AB của tam giác ABC. Với

các kí hiệu trên ta có:

Định lý 1.1.1 (Bất đẳng thức Erdos-Mordell) Cho tam giác ABC và

P là điểm nằm trong tam giác. Khi đó luôn có bất đẳng thức

R1 +R2 +R3 ≥ 2
(
r1 + r2 + r3

)
, (1.1)

đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi tam giác ABC đều và P là trọng tâm

của nó.

Bất đẳng thức (1.1) chứng minh đầu tiên thuộc về L.J.Mordell vào

năm 1935, sau đó đã có nhiều tác giả đưa ra các chứng minh khác,

nhiều trong số đó được dựa trên bất đẳng thức sau đây:

R1 >
cr2 + br3

a
. (1.2)

Ở đây chúng tôi xin trình bày một chứng minh mới mà không sử

dụng bất đẳng thức (1.2) được đưa ra bởi J. Liu trong tài liệu [5]. Cách
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chứng minh được dựa trên bổ đề sau đây:

Bổ đề 1.1.2 Với bất kỳ điểm P nằm trong tam giác ABC tùy ý, ta có√
a2 + 4r21 >

cr1 + ar3
b

+
ar2 + br1

c
. (1.3)

Đẳng thức chỉ xảy ra khi và chỉ khi PO (O là tâm đường tròn ngoại

tiếp của tam giác ABC) song song với cạnh BC.

Chứng minh. Kí hiệu S là diện tích của tam giác ABC. Theo công

thức Heron:

S =
√
s(s− a)(s− b)(s− c), (1.4)

trong đó s = a+ b+ c
2 , ta dễ dàng nhận được

16S2 = 2b2c2 + 2c2a2 + 2a2b2 − a4 − b4 − c4. (1.5)

Sử dụng đẳng thức (1.5) ta chứng minh được

a2 +
16x2S2

(ax + by + cz)2
− 4S2

(ax + by + cz)2

(
cx + az

b
+
ay + bx

c

)2

=

[(
2b2c2 + a2b2 + a2c2 − b4 − c4

)
x− a

(
b2 + c2 − a2

)
(yb+ zc)

]2
4b2c2(ax+ by + cz)2

,

(1.6)

trong đó x, y, z là các số thực và ax + by + cz0. Bởi vậy

a2+
16x2S2

(ax + by + cz)2
− 4S2

(ax + by + cz)2

(
cx + az

b
+
ay + bx

c

)2

> 0.

(1.7)

Đặt x = r1, y = r2, z = r3 trong các bất đẳng thức trên, và sử dụng:

ar1 + br2 + cr3 = 2S, (1.8)

ta có

a2 + 4r1
2 >

(
cr1 + ar3

b
+
ar2 + br1

c

)2

,

do đó bất đẳng thức (1.3) đúng. Rõ ràng, đẳng thức của bất đẳng thức

(1.3) xảy ra khi và chỉ khi
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(
2b2c2 + a2b2 + a2c2 − b4 − c4

)
r1− a

(
b2 + c2 − a2

)
(br2 + cr3) = 0.

(1.9)

Bây giờ chúng ta ký hiệu diện tích các tam giác BPC, CPA, APB lần

lượt là Sa, Sb, Sc tương ứng, khi đó Sa = 1
2ar1, Sb = 1

2br2, Sc = 1
2cr3.

Áp dụng (1.5), ta suy ra (1.9) tương đương với

Sa
[
16S2 − a2

(
b2 + c2 − a2

)]
= a2

(
b2 + c2 − a2

)
(Sb + Sc) .

(1.10)

Nếu A = π
2 và r1 = 0 từ (1.9), P nằm trên BC và tâm đường tròn

đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC đồng thời là trung điểm của cạnh

BC. Nếu A 6= π
2 , thì Sa 6= 0 từ (1.10) ta có

16S2 − a2
(
b2 + c2 − a2

)
a2 (b2 + c2 − a2)

=
Sb + Sc
Sa

,

sử dụng Sa + Sb + Sc = S, ta có

Sa =
1

16S
a2
(
b2 + c2 − a2

)
=

1

4
a2 cotA =

1

2
R2 sin 2A,

trong đó R là bán kính của đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC.

Nhưng S4OBC = 1
2R

2 sin 2A, vì thế Sa = S4BPC = S4BOC , do đó

PO song song với BC. Bổ đề 1.1.2 được chứng minh. �

Chứng minh Định lý 1.1.1 Theo Bổ đề 1.1.2, ta có√
b2 + 4r22 >

ar2 + br1
c

+
br3 + cr1

a
, (1.11)

√
c2 + 4r23 >

br3 + cr2
a

+
cr1 + ar3

b
. (1.12)

Sử dụng 2S = aha và công thức Heron chúng ta có được

ha =
1

2a

√[
(b+ c)2 − a2

] [
a2 − (b − c)2

]
6

1

2

√
(b+ c)2 − a2,

do đó ta có

b + c >
√
a2 + 4h2a, (1.13)

đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi b = c.
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Áp dụng bất đẳng thức (1.13) với tam giác PBC, ta có

R2 + R3 >
√
a2 + 4r21, (1.14)

và hai dạng tương tự. Cộng các bất đẳng thức đó ta có:

2 (R1 +R2 + R3) >
√
a2 + 4r21 +

√
b2 + 4r22 +

√
c2 + 4r23, (1.15)

đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi P là tâm đường tròn ngoại tiếp tam

giác ABC.

Mặt khác, cộng các bất đẳng thức (1.3), (1.11) và (1.12) ta có:√
a2 + 4r21 +

√
b2 + 4r22 +

√
c2 + 4r23

> 2

(
c

b
+
b

c

)
r1 + 2

(a
c
+

c

a

)
r2 + 2

(
b

a
+
a

b

)
r3,

(1.16)

đẳng thức xảy ra giống như bất đẳng thức (1.15). Vì

c

b
+
b

c
> 2,

a

c
+
c

a
> 2,

b

a
+
a

b
> 2,

do đó từ bất đẳng thức (1.15) và (1.16), thu được bất đẳng thức Erdos-

Mordell và đẳng thức xảy ra trong (1.1) khi a = b = c và P là trọng

tâm. Định lý 1.1.1 được chứng minh. �

1.2 Một số ví dụ liên quan

Ví dụ 1.2.1 Cho tam giác ABC và P là một điểm tùy ý nằm trong

tam giác. Khi đó

2

(
1

R1
+

1

R2
+

1

R3

)
6

1

r1
+

1

r2
+

1

r3
. (1.17)

Giải

Xét phép nghịch đảo N cực P và phương tích d = r2

N : A→ A′; B → B′; C → C ′,

A1 → A′1; B1 → B′1; C1 → C ′1.

Khi đó, ta có


